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1. Introducdo

Nesta conferéncia pretendemos dar a conhecer o trabaho redizado pelo Projecto
Matemética para Todos — Investigagtes na Sala de Aula, que se desenvolveu no Centro de
Investigagéo em Educacdo da FCUL durante cinco anos (de 1995 a 1999) e envolveu cerca
de duas dezenas de docentes dos ensinos basico, secundario e superior.

O objectivo principal do projecto era o de estudar a redizacdo de investigagOes
mateméticas por parte dos adunos de diversos niveis de ensino, em termos da dinamica da
aula, das competéncias dos professores, das implicagbes curriculares e do desenvolvimento
dos respectivos materiais de suporte. N&o vamos, no entanto, fazer uma lista pormenorizada
de actividades, resultados e conclusies, matéria que cabe melhor num relatério do que numa
apresentacéo deste tipo'. Vamos, isso Sm, procurar evidenciar alguns aspectos que nos
parecem particularmente importantes para os professores interessados na redizacéo de
investigagbes mateméticas com 0s Seus dunos.

Para iss0, comecaremos por discutir o papel do trabaho de investigacdo em
Matemédtica, recorrendo, em especid, aos tetemunhos de grandes mateméticos.
Procuraremos abordar questfes como: O que €, realmente investigar em Matemética? Qud o
papd da investigagdo na construcdo do conhecimento matemético? A redizacéo de trabaho
investigativo esta a0 dcance dos dunos? Quais as razbes da sua importancia em termos
educativos?

Em segundo lugar abordaremos a dindmica da aula onde os aunos redizam trabaho
investigativo. O que ha de especifico numa aula dedicada a este tipo de trabaho? Quais as
principais fases em que se desenrola? Quais os aspectos a que o professor deve dar especial
atencéo?

Alargando 0 ambito da nossa discusséo, abordamos, em terceiro lugar, 0 que €
necessario fazer em termos de preparacdo deste tipo de aula, por parte do professor. Que
decisdes € preciso tomar? Como escolher as tarefas a propor aos alunos? Como organizar o
seu trabalho, de modo a garantir as melhores condigdes de sucesso?

Para preparar da melhor maneira as aulas de investigacdo que procura levar a cabo, o
professor deve iguamente reflectir sobre as experiéncias que va realizando neste dominio, o



gue congtitui 0 quarto tépico da nossa apresentacdo. Que aspectos deve o professor ter em
conta na reflexdo que faz sobre as suas experiéncias?

Findmente, no Ultimo ponto discutimos agumas condicdes de natureza gerd, que dizem
respeito ndo sH ao professor individua, mas a grupos de pesquisa e equipas de projecto, cuja
congtituicdo sera certamente essencia para que este tipo de trabalho se possa generdizar nas
nossas escolas. Procuraremos andisar, entdo, 0 que podem ser projectos educativos neste
dominio e de que modo podem contribuir para uma efectiva renovagdo das préticas
pedagdgicas nas escolas.

Deste modo, num primeiro momento procuramos responder & questdo: PORQUE?
Num segundo momento, abordamos a questédo: COMO? Tratamos esta questdo a diversos
nivels, comecando pela prética lectiva, passando ao trabaho de preparaco e reflexdo sobre
as aulas e considerando, por fim, o contexto ingtituciona de trabaho do professor.

2. InvestigagBes mateméticas, por qué?
2.1 A Matematica e a actividade matematica

A Matemética é frequentemente encarada como uma ciéncia exacta, pura, congtituindo
um corpo de conhecimentos congtruido dedutiva e cumulativamente, com rigor absoluto.
Porém, diversos educadores mateméticos tém vindo a defender que é necessario ter em conta
a prética dos matemédticos e olhar para a Matemética principamente como uma actividade
humana. Ou sga, para compreender a verdadeira natureza da Maemética € importante
andiskla numa perspectiva dindmica, procurando compreender a forma como da é
congtruida e como evolui. Como afirmou Pdlya “a Matemética tem duas faces, € a ciéncia
rigorosa de Euclides, mas € também dgo mais... a Maematica em construgcdo gparece como
uma ciéncia experimentd, indutiva’ (1957, p. vii).

Mais ainda, o processo de construgdo da Matemética desvenda-nos o seu carécter
fdivel, o qual Lakatos se atreveu a sublinhar. Para este fildsofo, com formagéo de base em
Matemética e Fisica,

A Matemética, tal como as ciéncias naurais, é fdivel e ndo indubitével; também
ela se desenvolve pela critica e correccdo de teorias, que nunca est@o livres de
ambiguidades ou da possibilidade de erro ou engano. Partindo de um problema
ou de uma conjectura, existe uma pesquisa Smultdnea de demondracdes e
contraexemplos. Novas demonstragdes explicam contra-exemplos antigos e
novos contra-exemplos ameacam demonstragdes antigas (Davis & Hersh, 1985,
p. 324).



Nedta reflexgo de Lakatos, encontramos também reconhecida a importancia que os
problemas desempenham na evolucdo da Matemética e que é também corroborada por
mateméticos e educadores. Como afirma o matemédtico lan Stewart “os problemas sf0 a
forcamotriz da Matemética|...] um bom problema € aquele cuja solucdo, em vez de conduzir
aum beco sem saida, abre horizontes inteiramente novos...” (1995, p. 17). Andrew Wiles, 0
famoso matemético que descobriu a demonstragdo do Teorema de Fermat, vai ainda mais
longe. Segundo de “é bom trabahar em quaquer problema contanto que ee gere Matemética
interessante durante 0 caminho mesmo se néo o resolvermos no find” (Singh, 1998, p. 184).

Este matemético, que protagonizou uma das histérias mais fascinantes da Matemética
contemporénea, conta como 0 Seu contacto com as investigagOes, ainda em crianga, foi
decisvo:

Desde que pela primeira vez encontrei o Ultimo Teorema de Fermat, em crianca,
e tem ddo a minha maor paixdo.. Tive um professor que redizara
investigagbes em Maemética e que me emprestou um livro sobre Teoria dos
NUmeros, que me deu algumas pistas sobre como comecar a atacalo. Para
comecar, parti da hipdtese de que Fermat ndo conhecia muito mais Matemética
do que a que eu aprendera. (Singh, 1998, p. 93)

Naturamente que Wiles € um caso extremo: provou um teorema que tinha desafiado os
mateméticos durante 350 anos. Mas este testemunho encerra dois aspectos significativos. Por
um lado, exigiu dguém que teve um certo pgpd na sua historia o seu professor de
Matemética. Este concedeu atencdo a0 interesse do auno por este tema, &s investigagoes que
o fascinavam, e acadentou-0. Por outro lado, mostra, mais uma vez, a influéncia motivedora
gue os bons problemas podem ter.

Mas se é indiscutivel o interesse dos problemas para 0s mateméticos, é necessario
compreender também qua o seu acance educativo. Ou sgja, serd possivel estabelecer um
pardelo entre a actividade do matemético e a actividade do auno na aula de Matemética?
Obviamente que 0s conhecimentos que 0 matemético possui, 0S processos de que faz uso, o
grau de especiaizacdo que atinge, 0 tempo e o interesse que dedica asua actividade sdo em
dimensd incomparéveis com os do auno. No entanto, a actividade de resolucdo de
problemas de ambos pode ser equivdente quanto asua natureza. Hadamard (1945) refere,
por exemplo, que a andise do trabaho de um auno que resolve um problema pode revelar
apenas a existéncia de “uma diferenca de grau, uma diferenca de nivel” (p. 104) em relacéo
a0 trabaho de invencéo do matemédtico. Esta proximidade € também defendida por Ernest
(1991), para quem a actividade de resolucéo e formulacdo de problemas pelo auno tem um
pardeo na actividade do matemédtico profissona desde que sga produtiva: “ quaitativamente
néo diferem” (p. 283). Por “produtiva’ este autor entende aquela Matemética que é criativa,
por oposicdo a Matemédtica ndo-produtiva. A temética da resolucéo de problemas €, pais,



determinante para compreender aé que ponto é possivel gproximar o trabalho do duno na
disciplina de Matemética da actividade matemética.

2.2. Resolugéo de problemas e investigacdes, de que falamos afinal ?

O tema da resolugdo de problemas tem tido, desde o inicio da década de 80, uma
atencdo particular na Educacdo Matemética. Para isso contribuiram, especidmente, as ideias
de Pdlya. Segundo ele, o desenvolvimento pelos dunos da capacidade de resolugéo de
problemas matematicos deveria ser um dos objectivos principais do ensino da Matemética (no
ensino secundario). O pensamento matematico que os aunos devem desenvolver na escola é
condtituido ndo s por raciocinio rigoroso ou forma mas também por processos informais,
entre outros. “generdizar a partir da observacdo de casos, argumentos indutivos, argumentos
por andogia, reconhecer ou extrair um conceito matemdtico de uma Stuacdo concreta’
(1962/81, 1, p. 101).

Polya (1962/81) procurou também descortinar 0 significado de problema, num sentido
amplo, fazendo distingdo entre o problemaem s e 0 processo de resolugdo. Uma pessoa tem
um problema quando procura “ conscientemente uma certa acgao apropriada para obter um
objectivo claramente concebido mas néo atingivel de maneiraimediata.” (val. |, p. 117). Ao
redlizar accdo deurse a resolucdo do problema. Inerente ao conceito de problema é a
nogao de dificuldade — sem esta néo existe problema

Esta no¢do de problema foi sendo progressvamente enriquecida por se considerar
importante apresentar aos dunos ndo apenas problemas ja perfeitamente formulados em
contextos muito precisos. Muitas vezes, 0 processo de resolugdo pode implicar a exploragéo
do contexto para dém do que surge no enunciado, a formulacdo de questes dternativas.
Uma perspectiva ainda mais ampla € dada por autores como John Mason (1996) e Alan
Schoenfeld (1996) que, partindo da resolucéo de problemas, vaorizam todo um conjunto de
processos caracteristicos da actividade matemdtica como formular, testar e provar
conjecturas e argumentar.

Chegamos assm & actividades de exploracdo e de investigacdo matemética. Uma
investigacdo € uma viagem até ao desconhecido. A idela pode ser ilustrada pela metéfora
geogrédfica de Susan Pirie: “0 importante € explorar um aspecto da Matemética em todas as
direcgbes. O objectivo € a viagem e ndo o destino” (1987, p. 2). Assm, na resolucdo de
problemas tal como é entendida iniciamente, o objectivo é encontrar um caminho para atingir
um ponto ndo imediatamente acessivel. E um processo convergente. Numa investigagio
matematica, 0 objectivo é explorar todos os caminhos que surgem como interessantes a partir
de uma dada Situaggo. E um processo divergente. Sabe-se qual € o ponto de partida mas ndo
se sabe qual serd o ponto de chegada.



3. InvestigacBes mateméticas, como?

3.1 A aula de investigacao

De um modo gerd, a edtrutura de uma aula com investigagdes envolve as seguintes
fases introducdo da tarefa, desenvolvimento do trabalho e discussdo find/reflexéo
(Christiansen e Walther, 1986). Em muitas aulas de tipo investigativo a que temos assistido,
estas 20 de facto as fases que temos encontrado. Assm, vamos entéo recordar alguns
momentos de uma aula com investigagdes de modo ailustrar um pouco a andise de cada uma
dessas fases. Trata-se de uma aula de duas horas, com uma turma do 5° ano, em que foi
proposta aos dunos uma tarefa de investigagéo intitulada “ Poténcias e Regularidades’ e onde
os aunas trabaharam em grupo.

Poténcias e Regularidades?

1. O nimero 729 pode ser escrito como uma poténcia de base 3. Parao
verificar basta escrever uma tabela com as sucessivas poténcias de 3
F=9
3’=27
3'=81
3°=243
3*=729
a) Procura escrever como uma poténcia de base 2
64 =
128 =
200 =
256 =
1000 =
b) Que conjecturas podes fazer acerca dos nimeros que podem ser escritos
como poténcias de base 2? E como poténcias de base 3?

2. Observa as seguintes poténcias de base 5:
5'=5
5° =25
5° =125
5" =625

a) O Ultimo agarismo de cada uma destas poténcias € sempre 5. Sera que isso

também se verifica para as poténcias de 5 seguintes?

b) Investiga 0 que se passa com as poténcias de 6.

C) Investiga também as poténciasde9 easde 7.




A fase de introducéo da tarefa € bastante importante pois tem uma dindmica prépria
gue podera influenciar decisivamente 0 sucesso do trabaho, principamente se os dunos néo
egtiverem familiarizados com este tipo de actividade. Nesta fase de arranque é determinante o
modo de apresentacdo da proposta de trabalho aturma. Pode optar-se pela distribui¢do do
enunciado escrito acompanhado por uma pequena apresentacdo ora que pretenderd, por um
lado, clarificar a tarefa e explicitar o tipo de trabaho que se quer desenvolver com &
investigagdes e, por outro, criar um ambiente favoravel ao desenvolvimento do trabaho dos
aunos. Pode ser feita uma leitura em grande grupo, pensando principdmente em adunos mais
novos, acompanhada por dguns comentarios que o professor considere mais pertinentes, ou
por agumas questies cujas respostas revelem se os alunos estéo, ou ndo, a entender o que
Ihes é proposto. Pode-se, smplesmente, gpresentar a tarefa por escrito, sem que se facauma
discussdo inicid do enunciado. Isto podera implicar um maior apoio do professor junto dos
grupos no sentido de os gjudar a entender o0 que se pretende. No entanto, se a apresentacéo
excrita da tarefa estiver 0 mais clara possivel este gpoio poderd ser minimizado e os aunos
poderdo iniciar a exploracdo mais autonomamente. O aumento da experiéncia neste tipo de
trabaho leva a que os dunos criem progressivamente uma maior independénciaem relagéo ao
professor e percebam mais facilmente o que lhes é pedido. Em alguns casos, atarefa pode ser
proposta apenas ordmente, sem nenhum suporte escrito, podendo o professor,
eventualmente, ir registando no quadro agumeas informagdes essencials. Finamente, podemos
pensar ainda no caso da introdugdo da proposta de trabalho ndo ser preparada previamente
pelo professor, surgindo a tarefa, espontaneamente, na aula a partir da actividade dos alunos.

Na aula a que nos referimos anteriormente, a professora optou por apresentar a tarefa
ordmente e por escrito. Como se tratavam de alunos sem experiéncia de trabaho de cunho
investigativo, comegou por ler as questdes propostas na ficha, explicou o significado de
agumeas pdavras (por exemplo, a pdavra conjectura, mas que ndo ficou completamente
percebida nesta dturd) e formulou adgumas questbes tais como: Qual o significado da
palavra cubo? tendo sempre em conta a preocupagao de ndo dar informagdo a mais nem a
menos.

Na fase de desenvolvimento do trabaho pretende-se que os dunos adguiram uma
atitude investigativa, devendo por i1s30 haver a preocupacdo em centrar a aula na actividade
dos adunos, nas suas ideias e na sua pesquisa. Durante esta fase, 0 professor tem um papd de
orientador da actividade. O decorrer da aula depende, em grande parte, das indicages que
fornece sobre 0 modo de trabaho dos adunos e do tipo de gpoio que presta no
desenvolvimento das investigagtes. Diversas sfo as Situagdes em que o professor € chamado
aintervir e por iso deve estar preparado para reagir, perspectivando o desenvolvimento nos
alunos de um conjunto de capacidades e atitudes essenciais. Ao bngo de toda esta fase 0
professor deve ter uma aitude questionadora perante as solicitages de que é avo. Segundo
0 NCTM (1994), o professor deve colocar regularmente a pergunta “ porqué’ a seguir aos



comentérios dos alunos, de modo a “provocar o raciocinio”, levando-os aandisar e reflectir
sobre 0 seu trabaho e a procurar significado para as suas descobertas. Nesta linha, podemos
identificar outras questes com que o professor também deve desafiar os dunos. Como
explicam isso? Qual a relacéo entre essas ideias? Porque é que dizes que ndo podera
ser...?

Na dtura do arranque do trabaho, os dunos podem mostrar dificuldades que os
impedem de redizar as suas investigagtes. Gerdmente, quando estdo pouco habituados ao
trabaho de natureza investigativa, chamam rapidamente o professor, dizendo que ndo sabem
0 que é para fazer, pois ndo vidumbram nenhuma resposta imediata. 1sto acontece porque
n&o compreendem a natureza da tarefa proposta, cabendo aqui ao professor explicar-lhesum
pouco do que € o trabalho investigativo e concretizar iso através de um ou outro exemplo.

O proceso invedigativo, em que os dunocs s envolvem durante a fase de
desenvolvimento da tarefa, compreende diversas etapas fundamentals. Primeiramente, tentam
compreender a Situacdo proposta, organizam os dados e formulam questdes. Depois, fazem
conjecturas, procuram testé-las e, em alguns casos, demondtré las.

No caso dos aunos mostrarem dificuldades em organizar os dados e em formular
guestdes, e sendo isto determinante para 0 prosseguimento da investigagdo, o professor
devera gpoia-los. Paraleva-los a descobrir o que tém afazer deve colocar-1hes questtes mais
ou menos indirectas consoante 0 seu grau de familiaridade com este tipo de tarefas. Podera,
por exemplo, colocar questdes reativas ajuilo que ées ja fizeram, dizer que andisem
atentamente um conjunto de dados ja obtidos, sugerir que organizem esses mesmos dados de
outra maneira... Na tarefa “Poténcias e Regularidades’, depois de desafiar os dunos a
escreverem aguns nlmeros previamente dados como uma poténcia de base 2, era pedido
gue fizessem conjecturas acerca dos nimeros que podem ser escritos como poténcias de
base 2 e como poténcias de base 3. Os alunos comegaram por ndo perceber bem o que era
pedido e deram adgumeas respostas sem sentido, ou tentaram responder com base em tarefas
semehantes ja redizadas anteriormente. A professora tentou entdo guda-los do seguinte
modo: disse para lerem novamente a proposta de trabalho e perguntou-Ihes directamente o
gue era pedido; tentou que percebessem que des € que tinham de fazer descobertas
observando com atencdo os resultados que tinham obtido; explicou indirectamente o termo
“conjectura’ através de questbes como O que te parece que vai acontecer? Serd que é
mesmo assm? Passado agum tempo, comegaram a perceber o que se pretendia, a
entusasmar-se com a actividade e a formular conjecturas pertinentes sobre as propriedades
dos Ultimos agarismos das poténcias de diversas bases.

Muitas vezes as solicitagies feitas pelos dunos ao professor vao no sentido de validar
0S SEUS pProcessos ou ideias. Como resposta 0 professor ndo devera emitir opinides muito
concretas mas Sim incentivar o espirito critico, a reflexdo e a procura de argumentos e razes
que permitam aos dunos confirmar ou nN& as suas conjecturas. Outras vezes, sendo o



confronto de opinides essencid neste tipo de actividade, o professor deve levar cada duno a
explicar e argumentar afavor do seu ponto de vista colocando questdes como O que te leva
a pensar iss0? ou Porque ndo concordas com a ideia do teu colega? Este tipo de atitude
fomenta a interacgdo entre os aunos, que vao aprendendo a discutir, a descobrir novas
relaghes entre conceitos, a ter mais seguranca nas suas ideias mateméticas e a desenvolver o
raciocinio e a criatividade.

Durante o trabaho investigativo, os alunos poderdo seguir por caminhos aravés dos
quais ndo serdo bem sucedidos. Nesta Stuacdo, 0 professor deverd evitar dizer-lhes
imediatamente que seguem um caminho infrutifero e dar dgum tempo para que sga a sua
propria experiéncia a mogtrar-lhes o erro. No entanto, tem de ter cuidado para que
exploragdo ma conduzida ndo se prolongue demasiado e ndo acabe por lhes provocar
desmotivagdn. Assim, por vezes é necessario que o professor avance com pistas mais directas
para um caminho possivel a seguir na exploracdo da tarefa, relembrando, por exemplo,
Stuacles ja exploradas anteriormente e cujas edtratégias poderdo ser anadlogas & que 0s
aunos poderéo implementar.

Algumas vezes, 0 duno também pode seguir por caminhos que o professor nunca tinha
pensado e que levam ao aparecimento de resultados inesperados. Assm, o professor precisa
de edtar atento a essas descobertas e disponivel para perceber e dar continuidade a esses
caminhos.

Durante a fase de discusséo o professor, na sua fungdo de moderador e orientador,
cabe-Ihe estimular a comunicacdo entre os alunos. Nesta fase os dunos sdo confrontados com
hipbteses, edtratégias e judtificagbes diferentes das que tinham pensado, sfo estimulados a
explicitar as suas ideias, a argumentar em defesa das suas afirmagtes e a questionar 0s
colegas. E também esta a dtura adequada para se claificarem ideias, se Sstematizarem
agumas conclusdes e se vaidarem resultados.

Ao organizar afase de discusséo o professor deve conhecer bem o trabaho dos alunos
de modo a vaorizar tanto as descobertas mais interessantes como as mais modestas (Mason,
1996; Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira e Varandas, 1998). A dtura para redizar esta
discussdo pode ser variave. O ided é fazé-lalogo apos a exploragéo da tarefa, mas muitas
vezes is0 ndo é possivel devido ao horério espartilhado dos dunos. Frequentemente o que
acontece € que o desenvolvimento da actividade de investigago decorre numa aula e a
discussio apenas na aula seguinte, o que dificulta o arranque da discusséo find, pois os
aunos, de uma aula para a outra, ja ndo se lembram téo bem daquilo que fizeram e, de uma
maneira gerd, os registos escritos ndo sdo suficientemente ricos para 0s gudar. Seria
conveniente redizar o trabaho com investigagtes em aulas de duas horas, pois isso permitiria
que afase de discussio tivesse lugar na segunda hora, ou em parte dela. Por vezes, pode ser
(til proporcionar um momento de discusso durante a redlizaco datarefa com o objectivo de
gudar os dunos a ultrgpassar certas dificuldades, de motiva-los em fases mais criticas do



trabalho, ou mesmo de enriquecer a investigagdo. Na fase da discusséo da aula apresentada
anteriormente, e por questdes de tempo, a professora optou por fazer uma pequena discusséo
final sobre as questbes 1 e 2 e deixar a exploracéo e discussdo da questéo 3 para a aula
seguinte. Iniciamente os dunos ndo estavam muito atentos ao que os colegas diziam, mas eta
Stuacéo foi melhorando. A pouco e pouco 0s grupos manifestaram uma vontade crescente em
intervir, chegando a querer fdar todos a0 mesmo tempo. Foram apresentadas diversas
conjecturas ([quando a base é 2] termina sempre em 4, 8, 6 e 2), a professora encorgjou 0s
aunos a gpresentar argumentos em defesa das suas afirmagbes © Daniel vai voltar a
explicar), confrontou-os com as opinides dos colegas (Estdo de acordo com o Alvaro?...
Porqué?)...

A discussio find sobre a actividade dos aunos é também uma boa ocasiéo para
promover a reflexdo sobre o trabalho, sabendo que esta é um demento indispensavel numa
aula de investigagén. Como referem Bishop e Goffree (1986) a aprendizagem nédo resulta
smplesmente da actividade, mas sm da reflexdo sobre a actividade. Deste modo, €
fundamenta, proporcionar aos dunos momentos onde possam pensar e sobretudo reflectir
sobre a actividade redizada. Por um lado edta reflex&o permite, por exemplo, vaorizar os
processos de resolucdo em relacdo aos produtos, mesmo que estes ndo conduzam a uma
respodta final correcta, criando nos aunos uma visio mais verdadeira da Matematica. Por
outro, permite estabelecer conexfes com outras ideias matemdticas, com questfes extra-
mateméticas e pode congtituir um ponto de partida para outras investigacoes.

3.2 A preparacao de aulas de investigacéo

Para que a redizacdo de actividades de investigagdo na aula de Maematica congtitua
redlmente um momento de gorendizagem significativa para 0s dunos, torna-se necessario que
0 professor invista bastante na preparacéo dessas aulas. Efectivamente, a variedade de
processos em que 0s aunos se podem envolver, bem como o seu grau de complexidade e até
de imprevisbilidade, exigem do professor uma preparacéo cuidada que va para dém da
tarefa que propde aos aunos. Ou sga, torna-se também necessaria uma atitude por parte do
professor que deve ser, também €a, de carécter investigativo e uma reflex&o sobre os
objectivos que se pretendem atingir com arealizaco de actividades de investigagéo.

Cabe, assim, ao professor participar activamente na eaboracdo do curriculo,
delineando objectivos, metodologias e edratégias, e reformulando-os em fungédo da sua
reflex@o sobre a prética (Ponte et d., 1998). Ele precisa de decidir aspectos como:

e Qud o peso rddtivo a atribuir g actividades de investigacdo? Devem elas
condtituir-se como um eixo condutor do trabalho com os alunos, estdo a par
com outras actividades ou, pelo contr&io, assumem um peso menor no
curriculo?



e Como s reacionam as investigagbes com os conteldos a serem
leccionados? Estes devem estar na sua base, ou a sua presenca tem uma
importancia secund&ria? Os conteidos podem surgir a partir da actividade ou
esta devera ser redlizada depois de serem tratados?

A preparacdo das aulas de investigacdo propriamente ditas constitui outra fase
importante. Em primeiro lugar h& que seleccionar, adaptar ou mesmo condiruir atarefa, o que
deve ter em conta varios aspectos. Por um lado, para que a tarefa possa reamente
desencadear uma investigacd0 por pate dos aunos, € preciso escolher Stuagbes
potencidmente ricas e formular questdes suficientemente abertas e interessantes, de forma a
estimularem o pensamento matematico dos aunos. Para isso o professor tem necessidade de
fazer uma pesguisa em torno de varios materiais que podem variar entre manuai's escolares,
livros com propostas de problemas e investigagbes e, mais recentemente, 0 mundo da
Internet. Mas mais do que esta pesquisa, ele precisara de recorrer asua criatividade para dar
forma atarefa, adaptando as situagles, reconstruindo as questdes da maneira que melhor
servir 0s seus objectivos. Por outro lado, esta escolha esta também dependente dos aunos
que a iréo trabalhar, devendo o professor ter em conta 0 seu nivel eé&io, 0 seu
desenvolvimento matemético, a familiaridade que tém com o trabaho investigativo, 0s seus
interesses, etc.

Além de preparar atarefa, € necessario pensar na estrutura das aulas, por exemplo, no
modo de trabalho dos aunos. E muito habitual neste tipo de actividade organizar os aunos em
pequeno grupo, mas cabe ao professor decidir se aredizacéo datarefa podera congtituir uma
oportunidade para trabaho individua, em pegueno grupo ou mesmo no grupo-turma. Para
aém da organizacdo dos aunos, deve ser consderada a redizacéo de diferentes momentos
durante as aulas, bem como a respectiva gestéo do tempo. A redizacdo de aulas de
investigacdo comporta, como vimos, trés fases didintas a introducdo da tarefa, a sua
realizacéo pelos aunos e a discussdo/reflexdo conjunta. No entanto, mesmo a adopcéo desta
perspectiva requer muitas outras decisdes. A introducéo deverd ser breve, mencionando
apenas aspectos de gestdo do trabalho da turma, ou podera conter uma exploraco inicial da
tarefa? Na fase de realizacdo, que questdes ou dicas poderdo gudar os aunos? Durante a
discussdo, como promover a participacéo dos varios aunos?

Outra opcéo a tomar € relativa autilizacdo de materiais. Se é verdade que em aguns
casos basta-nos 0 enunciado da tarefa e materid de escrita, € também verdade que a
utilizacdo e recursos, como software dinamico de Geometria (caso do Cabri ou GSP) ou
software de caculo smbdlico (como o DERIVE) proporciona a redizacéo de investigaces
bagtante interessantes que, de outro modo se tornariam dificeis ou mesmo impossivels de
redizar.
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Estas sGo algumas das questdes a que 0 professor deve atender na preparacéo das
aulas de investigagdo. A importancia desta fase € tanto maior quanto menor for a experiéncia
do professor na redlizacéo de trabaho invedtigativo, pois ea condtitui um reforgo bastante
sgnificativo para a seguranca que sente no seu desempenho, durante estas aulas. Contudo, é
preciso ndo esquecer que esta € apenas uma base de trabalho e que o professor deve estar
preparado para dterar a sua agenda consoante o rumo dos acontecimentos, sendo que a
capacidade de reflexdo na accdo € aqui particularmente importante.

3.3 Reflectir sobre o trabalho realizado

Se apreparacéo das aulas de investigagdo constitui um momento necessirio, N8 Menos
importante € a reflexdo sobre o trabaho redizado. Nela cabem essencidmente duas

avdiaghes.

* Uma avdiagdo sobre a forma como decorreram as aulas e que conduz a
guestdes como: A tarefa mostrou-se adequada aos objectivos iniciais? Os
materias e recursos utilizados foram Uteis? A organizacdo dos dunos foi
pertinente? Deve ser dterada? A introducdo datarefafoi suficiente? A gestéo
do tempo foi boa? Que dificuldades foram sentidas?...

* Uma avdiacdo (ainda que informal) sobre o trabaho e a gprendizagem dos
alunos e que se debruca ®bre questdes como: De que forma reagiram os
aunos atarefa? Como esta a evoluir a sua rdagdo com as investigagdes? Em
gue tipo de processos (questionar, conjecturar, testar, provar...) demonstram
maior facilidade ou dificuldade? Como se esta a desenvolver a sua capacidade
de expressar idelas mateméticas (oralmente ou por escrito)?

Eda reflex&o torna- se bastante importante por varias razées. Por um lado, eainformao
professor sobre o trabaho futuro sugerindo o reforgo, manutencéo ou diminuicdo deste tipo
de trabalho, apontando estratégias mais apropriadas para a sua redizacdo, dertando para
obstaculos ou condigdes facilitadoras a ter em conta. Por outro lado, a reflex&o condtitui-se
também como um momento de agprendizagem do professor sobre outras formas que
posshilitem o mehor desempenho do seu papd, aendendo também a um maior
conhecimento que vai congtruindo sobre os seus alunos, sobre as actividades de investigacéo
e sobre arelacdo destas com a gprendizagem dos aunos.

Algumas situagbes concretas gjudamnos a perceber a importancia desta reflexéo.
Consideremos a tarefa “ Poliedros’ proposta a uma turma de 10° ano, no ambito do estudo
da Geometria

Poliedros

1




Observa os dois poligonos seguintes:

1 C

Ambos so hexdgonos. Mas do da direita dizemos que é regular, porque tem todos os lados
congruentes e todos os angulos internos também congruentes. O da esquerda apenas tem 0s
lados congruentes, e ndo os angulos internos. Por isso Euclides, um matemético grego que
viveu h& 2300 anos, dizia, em \ez de poligono regular, poligono equiléero (lados iguas) e
equiangulo (angulosiguas).

No espaco existem, além dos poligonos, poliedros. Observa com atengéo os quatro poliedros
Seguintes e tenta ver como poderiamos aplicar também apaavraregular aos poliedros.

oL

Observa os tipos de vértices e de faces que tém estes poliedros e vé se poderiamos chamar a
agum deles regular. Explica a tua idela. Diz depois qua seria a tua definicdo de poliedro
regular.

A patir da andise de aguns poliedros, os dunos deveriam chegar a uma definicdo de
poliedro regular por analogia com a definicdo de poligono regular no plano. Naturamente,
surgiram agumeas dificuldades. Para dém dos problemas com a terminologia adequada (que
ndo sBo muito relevantes), uma das principais questdes é perceber 0 que equivale, no espaco,
a0 lado nos poligonos. Outra questéo que surge € derivada do facto da iguadade de éngulos
no plano se confundir com a iguadade de amplitudes. Ora no espaco ndo ha equivaente para
ist0, ndo tem sentido faar de amplitude de um angulo solido. Uma dunateve aintuicdo de que
Seria preciso somar 0s angulos das faces que concorrem no mesmo veértice, ideia que ja
Descartes tinha tido mas que, neste caso, néo resolve.
Depois de agum trabaho, os aunos acabaram por formular condigdes como:

- asfacesdevem ser todas iguas,
- asfaces devem ser poligonos regulares,
0s vértices devem ser congruentes,




Durante a discusséo, levantou-se a questéo sobre a necessidade de enunciar todas as
condigdes. Em particular, um auno formulou a questéo: se as faces forem todas iguais e 0s
vértices congruentes, as faces ndo seréo necessariamente poligonos regulares? Ora esta
questdo, absolutamente pertinente, Ndo teve resposta imediata por parte da professora. De
facto, todos os poliedros que conhecia com as faces iguais e 0s vértices congruentes, tinham
também as faces regulares. Agora estava da prépria diante de um novo problema.

Resolveu ent@o dedicar-se a ele em casa, pediu guda aum colegae

encontraram um poliedro chamado disfendide que satisfaz as duas

primeiras condicdes sem saidfazer a Udltima A respoda foi

encontrada: € necessario enunciar as trés condicdes paratermos Disfendide

um poliedro regular. Mas, mais do que isso, este exemplo alertou a professora para o
interesse de discutir esta questdo com os dunos e, para s, consderou pertinente, no futuro,
passar aincluir o caso do disfendide entre os poliedros inicid mente apresentados na tarefa.

Eda higdria ilustra assm a importancia do professor reflectir sobre os acontecimentos
da sua aula. Essa reflex@ guda-o a perceber o0 acance do trabalho que desenvolve com os
seus aunos, os problemas que levanta e de que forma podem ser ultrapassados. Ajuda-o a
ter uma imagem mais completa daguilo que os adunos sabem e sdo capazes e, sobretudo, de
que forma pode potenciar o desenvolvimento desses conhecimentos e capacidades.

3.4 Investigar sobre a pratica

A redlizacdo de investigagOes por parte dos aunos ndo deve ser, na nossa perspectiva,
uma actividade esporadica — pelo contrério, deve ser uma actividade frequente e regular na
sda de aula. Para que isso aconteca é importante que os professores concebam projectos de
trabalho nas suas escolas onde a actividade investigativa possa assumir uma presenca
importante. Na verdade, s80 muitos os obstacul os que se levantam aprética regular deste tipo
de actividades, tornando-se extremamente penoso para o0 professor defrontélos
isoladamente.

Alguns dos obstéculos estéo directamente relacionados com o proprio professor e
envolvem, por exemplo, (i) 0 seu conhecimento de certos tépicos, eventudmente mais
reduzido, (ii) uma experiéncia pessod limitada na redizacd de trabdho de cunho
investigetivo, (iii) dgum receio rddivamente & questdes mateméticas e (iv) & questdes de
dinamica da aula que podem emergir neste tipo de trabaho. Trata-se de questdes que podem
ser ultrapassadas pela experimentacdo controlada, pela reflexdo continuada sobre as aulas
realizadas, pelas trocas de experiéncias com outros colegas.

Outros obstaculos resultam de aspectos do contexto escolar onde o professor esta
inserido. As coisas sB0 mais dificels quando ndo existe uma cultura que vaorize as actividades
de investigagdo matemética, nomeadamente a nivel do grupo disciplinar, quando ha fata de
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espacos de trabalho, para os professores trocarem experiéncias entre s, quando ha fdta de
livros e materiais com sugestdes de tarefas, relatos de experiéncias e orientagies curriculares,
e quando a estrutura organizativa da escola € demasiado rigida (impedindo, por exemplo, a
utilizacdo de espacos e tempos mais flexivel's de trabaho do que as aulas de 50 minutos).

A cultura da escola pode ser um elemento fundamental para a criagéo de uma amosfera
de encorgiamento aexperimentacdo e inovagdo curricular. Mas uma cultura favorével a estes
processos ndo se cria por decreto. Constréi-se, lentamente, pela prética colaborativa de
professores empenhados em projectos inovadores comuns. Esses projectos podem assumir
mUltiplas vertentes, envolvendo a programac@o de aulas e actividades a redizar com os
aunos, a criagdo de espagos de trabaho propicios aredizacdo de trabaho investigativo, a
criacdo de bancos de recursos e materiais como livros, revistas, dossier com tarefas, listas de
enderecos de Internet dedicados ao tema das investigagoes e a temas relacionados com este
tipo de traba ho.

A exigéncia de materiais diversos, de qudidade e acessiveis aos professores €
certamente um elemento importante para a generdizacéo deste tipo de trabalho. Esses
materiais podem incluir tarefas para os dunos dos diversos niveis de escolaridade, reatos de
experiéncias, e documentos de orientacdo curricular. A nossa perspectiva € que muitos desses
materiais podem ser produzidos e organizados nas escolas pelos professores. Deste modo,
ees ndo srdo Imples consumidores de materiais produzidos por outros, mas podem
desempenhar igualmente um papel extremamente importante na sua produco.

Do mesmo modo que a redizac@o de investigagtes mateméticas congtitui um poderoso
meio de gprendizagem matemédtica para 0 duno, a redizacdo de investigagOes sobre a sua
préatica condtitui um poderoso meio de desenvolvimento profissond e de formagéo para os
professores. A redizagdo de projectos de investigac@o, a nivel da escola ou de pequenos
grupos de professores, podera ser um modo privilegiado para desenvolver nos professores 0s
saberes necessrios aredizacdo de actividades de investigacéo.

Egtes projectos podem assumir natureza muito diversa. Podem respeitar apenas o
trabaho redizado na sdla de aulaou articular trabalho redizado em varios espagos escolares e
extra-escolares. Podem envolver actividades mais formais, com eaboragdo de relatérios
escritos ou combinar aspectos formais e informais. Podem envolver a recolha de dados
através de videos, observagies directas dos dunos, questionarios, bem como a andlise dos
relatorios por ees produzidos. Em qualquer caso, estes projectos, para assumirem um cunho
verdadeiramente investigativo devem ter as caracteridicas fundamentais que marcam a
redlizacéo de quaquer investigacdo em qualquer dominio:

1. Uma questéo (ou um conjunto de questées) bem definidas, para as quais se
pretende obter uma resposta.
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2. Uma conjectura (ou um conjunto de conjecturas), informada por experiéncia
anterior e por principios educativos solidos, que indique as direccdes de
trabalho a prosseguir.

3. A redizacéo de testes praticos, pondo aprova as conjecturas, através da
redizacdo de experiéncias na sda de aula e da recolha de dados indicando os
respectivos resultados.

4. A validacdo dos resultados obtidos, através de uma andise de dados
cuidadosa, da construcdo de uma argumentacéo que evidencie o acance do
trabalho feito e da respectiva divulgacao.

4. Consideracdesfinais

Indicamos, nesta conferéncia, as razdes que judificam a redizacdo de trabaho
investigativo na aula de Matematica, bem como os principai's agpectos de que esse trabaho se
pode revestir. Mulitas das ideias apresentadas terdo de ser objecto de mais experimentacéo e
investigacdo. Mas uma coisa parece ser certa: A redizac@o de trabaho de cunho investigativo,
condtitui uma experiéncia tdo fundamenta para a aprendizagem matemética do aluno como
para o0 desenvolvimento profissona do professor. Continuar a procurar respostas para essas
questBes, naformacéo inicial, com professores em servico, junto de aunos dos diversos niveis
de endino, condtitui um desafio extremamente diciante — e extremamente importante — para
toda a comunidade de educacéo matematica portuguesa.
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